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ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ УСТОЙЧИВОСТИ РЕШЕНИЙ  
СИСТЕМ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ  
УРАВНЕНИЙ С ЗАПАЗДЫВАНИЯМИ, ЗАВИСЯЩИМИ  
ОТ ВРЕМЕНИ. ЧАСТЬ II. ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ1 

2 
Аннотация.  
Актуальность и цели. Работа посвящена анализу устойчивости в смысле 

Ляпунова установившихся решений систем линейных дифференциальных 
уравнений с коэффициентами, зависящими от времени, и с запаздываниям, за-
висящими от времени и от дифференцируемой функции в левой части уравне-
ния. Рассматриваются случаи непрерывного и импульсного возмущений. 

Материалы и методы. Исследование устойчивости основано на примене-
нии метода «замораживания» коэффициентов, зависящих от времени, и после-
дующем анализе устойчивости решения системы в окрестности точки «замо-
раживания». При анализе преобразованных таким образом систем дифферен-
циальных уравнений используются свойства логарифмических норм.  

Результаты. Предложен алгоритм, позволяющий получать достаточные 
критерии устойчивости решений конечных систем линейных дифференциаль-
ных уравнений с коэффициентами и с запаздываниями, зависящими от време-
ни и от дифференцируемой функции в левой части уравнения. Достаточные 
условия получены в евклидовой метрике. Алгоритмы эффективны как в случае 
непрерывных, так и в случае импульсных возмущений. 

Выводы. Предложенный метод может быть использован при исследовании 
нестационарных динамических систем, описываемых системами обыкновен-
ных линейных дифференциальных уравнений с запаздываниями, зависящими 
от времени и от дифференцируемой функции в левой части уравнения. 

Ключевые слова: устойчивость, системы обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, запаздывания, зависящие от времени и от дифференцируемой 
функции в левой части уравнения, евклидова метрика. 

 
I. V. Boykov 

SUFFICIENT CONDITIONS OF SYSTEM SOLUTIONS STABILITY  
OF ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH  

TIME-DELAYED SYSTEMS. PART II. LINEAR EQUATIONS 
 
Abstract.  
Background. The work is devoted to the analysis of stability in the sense of Lya-

punov of steady-state solutions of systems of linear differential equations with time-
dependent coefficients and with time-dependent delays and a differentiated function 
on the left side of the equation. The cases of continuous and pulsed perturbations are 
considered. 
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Materials and methods. The stability study is based on the application of the 
method of “freezing” of time-dependent coefficients and the subsequent analysis of 
the stability of the solution of the system in the vicinity of the “freezing” point. In 
the analysis of systems of differential equations thus transformed, the properties of 
logarithmic norms are used. 

Results. An algorithm is proposed that allows one to obtain sufficient criteria for 
the stability of solutions of finite systems of linear differential equations with coef-
ficients and delays that depend on time and on a differentiable function on the left 
side of the equation. Sufficient conditions are obtained in the Euclidean metric. Al-
gorithms are effective both in the case of continuous and in the case of impulsive 
perturbations. 

Conclusions. The proposed method can be used in the study of nonstationary 
dynamic systems described by systems of ordinary linear differential equations with 
delays that depend on time and on a differentiable function on the left side of the 
equation. 

Keywords: stability, systems of ordinary differential equations, delays that de-
pend on time and on a differentiated function on the left side of the equation, Eu-
clidean metric. 

Введение 
Данная работа является продолжением статьи [1], в которой были по-

лучены достаточные условия устойчивости решений систем уравнений вида 

 
=1 =1

( )
= ( ) ( ) ( ) ( ( )), = 1,2,..., ,

n n
i

ij j ij j
j j

dx t
a t x t b t x t h t i n

dt
+ −    (1) 

где ( ),ijb t  , = 1,2,..., ,i j n  – непрерывные функции; ( )h t  – непрерывная функ-

ция, удовлетворяющая следующиму условию: 

*0 ( )h t H t≤ ≤ +  при 0 < .t≤ ∞  

Достаточные условия устойчивости решений систем уравнений вида (1) 
получены для произвольного n-мерного пространства nR  и выражены через 
коэффициенты при неизвестных в правой части системы. Отметим, что си-
стема уравнений (1) является частным случаем системы  

 ( )1 1 1
( )

= , ( ), , ( ), ( ( )), , ( ( )) ,k
k n k n kn

dx t
f t x t x t x t h t x t h t

dt
− −    (2) 

= 1,2, , ,k n  0.t t≥  

В работе [2] в метрике пространства 3
nR  векторов 1= ( , , )nx x x  с нор-

мой 3
1

= | |max k
k n

x x
≤ ≤

   получены достаточные условия устойчивости решений 

систем нелинейных неавтономных обыкновенных дифференциальных урав-
нений вида (2) с запаздываниями, зависящими от времени, и с начальным 
множеством 1( ) = ( ( ), , ( )),nt t tϕ ϕ ϕ  0 0,t H t t− ≤ ≤  где ( ) = ( )x t tϕ  при 

0 0,t H t t− ≤ ≤  1( ) = ( ( ), , ( )),nx t x t x t  1( ) = ( ( ), , ( ))nt t tϕ ϕ ϕ  – непрерывная 

вектор-функция. Подобное решение обозначим через ( ).x tϕ  
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Достаточные условия устойчивости были выражены через логарифми-
ческие нормы множества матриц, построенных на вектор-функциях  

( )( )1 1 1, ( ), , ( ), ( ), , ( ( ))n k n nnF t x t x t x t h t x t h t− −   

с элементами  

( )1 1 1( , ( ), , ( ), ( ( ), , ( ( )) , = 1, , .k n k n knf t x t x t x t h t x t h t k n− −    

Соответствующие логарифмические нормы были ассоциированы с мет-

рикой пространства 3
nR . Логарифмическая норма матрицы = { },ijA a  

, = 1,2, , ,i j n  в пространстве 3
nR  с нормой 3

1
= | |max k

k n
x x

≤ ≤
   определяется  

в [3, 4] формулой 
=1,

( ) = | |max
n

ii ij
i j j i

A a a
≠

 
 Λ +
 
 

 . 

При получении достаточных условий устойчивости решений систем 
уравнений вида (2) в работе [2] существенно использовались свойства упомя-

нутой выше метрики пространства 3
nR . 

Представляет значительный интерес получение достаточных условий 
устойчивости решений систем уравнений вида (2), справедливых в любых  
n-мерных пространствах, на основе методологии, свободной от использова-
ния свойств метрики конкретного пространства. 

Ниже исследуются вопросы устойчивости в эвклидовой метрике реше-
ний систем уравнений следующего вида: 

 
=1 =1

( )
= ( ) ( ) ( ) ( ( )), = 1,2,..., ,

n n
i

ij j ij j i
j j

dx t
a t x t b t x t h t i n

dt
+ −    (3) 

= 1,2, , ,k n  0 ,t t≥  с начальным множеством 1( ) = ( ( ), , ( )),nt t tϕ ϕ ϕ  

0 0,t H t t− ≤ ≤  где ( ) = ( )x t tϕ  при 0 0,t H t t− ≤ ≤  1( ) = ( ( ), , ( )),nx t x t x t  

1( ) = ( ( ), , ( ))nt t tϕ ϕ ϕ −  непрерывная вектор-функция. 

Здесь и ниже полагаем 0 = 0.t  

Напомним определения устойчивости и асимптотической устойчиво-
сти. 

Определение 1. Решение ( )x tϕ  системы уравнений (3) называется 

устойчивым, если для любого > 0ε  существует такое ( ) > 0,δ ε  что из нера-

венства ( ) ( ) < ( )t tϕ −ψ δ ε  на начальном множестве следует | ( ) ( ) |<x t x tϕ ψ− ε  

при 0 ,t t≥  где ( )tψ  – непрерывная начальная вектор-функция. 

Определение 2. Устойчивое решение ( )x tϕ  называется асимптотиче-

ски устойчивым, если | ( ) ( ) |= 0lim
t

x t x tϕ ψ
→∞

−  для любой непрерывной началь-

ной функции ( ),tψ  удовлетворяющей при достаточно малом 1 > 0δ  условию 

1| ( ) ( ) |< .t tϕ −ψ δ  
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Наряду с этими определениями имеет смысл рассмотреть случай, когда 
возмущение носит импульсный характер. В этом случае можно определить 
функцию ( )tψ  следующим образом: ( ) = ( )t tψ ϕ  при 0 0< ,t H t t− ≤  

0 0( ) = ( ) .t tψ ϕ + δ  При этом определения устойчивости и асимптотической 

устойчивости остаются прежними. 
Приведем определения, используемые в статье. 
Пусть X  – банахово пространство; K −  оператор, действующий из X  

в ;X  ( , ) = { , : };B a r x a X x a r∈ − ≤   ( , ) = { , : = };S a r x a X x a r∈ −   ( )KΛ  – 

логарифмическая норма линейного оператора ,K  определяемая [3, 4] 

выражением 0( ) = ( 1) / ,limhK I hK h↓Λ + −   где символ 0h ↓  означает, что 

h  стремится к нулю, убывая. 
Для матриц в часто используемых пространствах логарифмические 

нормы известны. 
Пусть дана вещественная матрица = { },ijA a  , = 1,2, , ,i j n  в n -мерном 

пространстве , = 1,2,3,j
nR j  векторов 1= ( , , )nx x x  соответственно с нормой  

1/2
2

1 2 3
1=1 =1

= | |, = | | , = | | .max
n n

k k k
k nk k

x x x x x x
≤ ≤

 
 
  

   

Логарифмическая норма матрицы A  равна [3, 4]: 

1
=1,

( ) = | | ,max
n

jj ij
j i i j

A a a
≠

 
 Λ +
 
 

  2 max( ) = ,
2

TA A
A

 +Λ λ   
 

 

3
=1,

( ) = | | .max
n

ii ij
i j j i

A a a
≠

 
 Λ +
 
 

  

Здесь ( )max ( ) / 2TA Aλ +  – наибольшее собственное значение матрицы 

( ) / 2.TA A+  

1. Линейные уравнения. Импульсное возмущение 

Рассмотрим систему линейных неавтономных уравнений с запаздыва-
ниями: 

 
=1 =1

( )
= ( ) ( ) ( ) ( ( )), = 1,2,..., ,

n n
i

ij j ij j i
j j

dx t
a t x t b t x t h t i n

dt
+ −    (4) 

где ( ),ija t  ( ),ijb t  , = 1,2,..., ,i j n  ( ),jh t  = 1,2,..., ,j n  – непрерывные функции, 

удовлетворяющие следующим условиям:  

*
*0 ( ) ,j j jh h h t H H≤ ≤ ≤ ≤ ≤  = 1,2,..., ,j n  при 0 < .t≤ ∞  
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Пусть при * 0H t− ≤ ≤  выполняются условия  

 ( ) = ( ), = 1,2,..., ,i ix t t i nη   (5) 

где ( ),i tη  = 1,2,..., ,i n  – непрерывные функции. 

Будем считать, что при условиях (5) система уравнений (4) имеет 

установившееся решение * * *
1( ) = ( ( ), , ( )),nx t x t x t  0.t ≥  

Будем исследовать устойчивость установившегося решения *( )x t  при 

возмущении 0 0 0
1= ( , , ),nx x x  возникшем в момент времени 0 = 0 :t   

 * 0(0) = (0) , = 1,2,..., .i i ix x x i n+   (6) 

Исследовать устойчивость будем в пространстве n -мерных векторов 

nR  1( = ( , , ))nx x x  с нормой 2 .x   

Введем новые переменные ( )iu t  выражением *( ) = ( ) ( ),i i ix t x t u t+  
= 1,2,..., .i n  

В результате система уравнений (4) принимает вид  

 
=1 =1

( )
= ( ) ( ) ( ) ( ( )), = 1,2,..., ,

n n
i

ij j ij j i
j j

du t
a t u t b t u t h t i n

dt
+ −    (7) 

причем ( ) = 0iu t  при < < 0.t−∞  

Возмущения (6) трансформируются в начальные условия: 

 0( ) = 0, < < 0, = 1,2,..., ; (0) = , = 1,2,..., .i i iu t t i n u x i n−∞    (8) 

Исследуем устойчивость тривиального решения системы уравнений (7) 
при начальных условиях (8). 

Пусть δ  – достаточно малое положительное число. Пусть (0) ,u ≤ δ   

1(0) = ( (0),..., (0)).nu u u  

Найдем условия, при которых траектория решения задачи Коши (7), (8) 
при (0)u ≤ δ   не покидает шар (0, ).B δ  

Обозначим через *
,1 ,

*, ,j j k j
t t  корни уравнения ( ) = ,jh t t  = 1,2, , .j n  

Не ограничивая общности, можно считать, что все корни различные. 

Расположим их в порядке возрастания *
1,1 ,< < < .n kn
t t ∞  Не ограничивая 

общности можно считать, что *
110 < .t  

Исследуем устойчивость решения задачи Коши (7)–(8) в промежутке 

времени *
11[0, ].t  

Здесь нужно рассмотреть в отдельности несколько случаев: 

1) в промежутке времени *
11(0, )t  ( ) < ,jh t t  = 1,2, , ;j n  

2) в промежутке времени *
11(0, )t  ( ) > ,jh t t  = 1,2, , ;j n  
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3) в промежутке времени *
11(0, )t  выполняются как неравенства 

( ) < ,jh t t  так и неравенства ( ) > .lh t t  Не ограничивая общности, можно 

считать, что 1( ) >h t t  и ( ) <jh t t  при 1.j ≠  

Рассмотрим каждый случай в отдельности. 
Первый случай. 
Покажем, что при выполнении условий  

 *
11( ( )) ( ) 0, [0, ),A t B t t tΛ + ≤ − χ < ∈    (9) 

траектория решения задачи Коши (7), (8) не покидает шар (0, ).B δ  
Доказательство проведем от противного. Пусть в момент времени 

*
11[0, )T t∈  траектория решения задачи Коши (7), (8) покидает шар (0, ).B δ  

При *
11[ , )t T t∈  уравнение (7) можно записать следующим образом: 

 
=1 =1

( )
= ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ), = 1,2, , ,

n n
i

ij j ij j i i
j j

du t
a T u t b T u t h t g t i n

dt
+ − +     (10) 

где  

( )
=1

( ) = ( ) ( ) ( )
n

i ij ij j
j

g t a t a T u t− +  

( ) ( )
=1

( ) ( ) ( ) , = 1,2, , .
n

ij ij ij i
j

b t b T u t h t i n+ − −   

В операторной форме уравнение (10) имеет вид  

 
( )

= ( ) ( ) ( , , ( ), ( )) ( ),
du t

A T u t B t T u t h t G t
dt

+ +   (11) 

где  

( ) = { ( )},ijA T a T ( )1( , , ( ), ( ) = ( , , ( ), ( )), , ( , , ( ), ( )) ,T
nB t T u t h t b t T u t h t b t T u t h t   

1( ) = ( ( ), , ( )) ,T
nG t g t g t  

=1

( , , ( ), ( )) = ( ) ( ( )),
n

i ij j i
j

b t T u t h t b T u t h t−  = 1,2, , .i n  

Уравнение (11) имеет решение при *
11[ , )t T t∈   

( )( ) ( )( )( ) = ( ) ( , , ( ), ( ))
t

A T t T A T t s

T

u t e u T e B s T u s h s ds− −+  ( )( ) ( ) .
t

A T t s

T

e G s ds−+  (12) 

Переходя в (12) к нормам, имеем  

( ( ))( ) ( ( ))( )( ) ( ) ( , , ( ), ( ))
t

A T t T A T t s

T

u t e u T e B s T u s h s dsΛ − Λ −≤ + +       
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 ( ( ))( ) ( ) .
t

A T t s

T

e G s dsΛ −+     (13) 

Для дальнейшего необходимо оценить ( , , ( ), ( )) .B s T u s h s   Пусть 

> 0.T  Нетрудно видеть, что существует промежуток времени [ , ]T T T+ Δ  

такой, что  

2 2

=1 =1

( , , ( ), ( )) = | ( ) ( ( )) |
n n

ij j i
i j

B s T u s h s b T u t h t− ≤    

2 2

=1 =1 =1

| ( ) | | ( ( )) | <
n n n

ij j i
i j j

b T u t h t≤ −  2 2

=1 =1

( ) | ( ) | .
n n

ij
i j

u T b T   

Следовательно, существует промежуток времени 1[ , ],T T T+ Δ  

1T TΔ ≤ Δ , такой, что  

 2 2 2

=1 =1

( , , ( ), ( )) ( ) | ( ) | .
n n

ij
i j

B s T u s h s u s b T≤       (14) 

Из построения вектор-функции ( )G s  следует, что для любого как 

угодно малого ( > 0)ε ε  найдется такой промежуток времени 2[ , ],T T T+ Δ  

2 1 ,T TΔ ≤ Δ  что  

 ( ) ( ) .G s Px s P≤ ε    (15) 

Из формул (13)–(15) следует, что  

 ( ( ))( ) ( ( ))( )( ) ( ) ( ( ) ) ( ) ,
t

A T t T A T t s

T

u t e u T e B T u s dsΛ − Λ −≤ + +ε          (16) 

отсюда стандартными рассуждениями получаем оценку  

( ( ( )) ( ) )( ) ( )A T B Tu t e u TΛ + +ε≤      , 

из которой следует, что траектория решения задачи Коши (7), (8) не покидает 
шар (0, )B δ  в момент времени .T  

Рассмотрим случай, когда = 0.T  В этом случае  

2 2 2

=1 =1 =1

( , , ( ), ( )) | | ( ) | | ( ( )) | .
n n n

ij j i
i j i

B s T u s h s b T u t h t≤ −     

Так как по предположению ( ) < ,ih t t  = 1,2, , ,i n  *
110 < < ,t t  и 

(0) = ,u δ   то (0) = 0,ih  = 1,2, , ,i n  и для любого как угодно малого 

1 1( > 0)ε ε  найдется промежуток времени 3[ , ]T T T+ Δ  такой, что  
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2 2 2

=1

| ( ( )) | = ( ( )) (1 ) ( ) .
n

j i i
j

u t h t u t h t u t− − ≤ + ε      

Следовательно,  

2 2 2
1( , , ( ), ( )) ( ) (1 ) ( ) .B s T u s h s B T u t≤ + ε       

Подставляя (15) и это неравенство в (13) и проводя стандартные 
преобразования, имеем  

2( ) exp{( ( (0)) (0) ) } (0) ,u t A B t u≤ Λ + +ε       

3[0, ],t T∈ Δ  где 2 1= (0) (1 ) .Bε + ε + ε   

Отсюда следует, что при выполнении неравенства (9) траектория 
решения задачи Коши (7), (8) не покидает шар (0, ).B δ  

Рассмотрим второй случай. В этом случае система 
дифференциальных уравнений (7) имеет вид  

 
=1

( )
= ( ) ( ),

n
i

ij j
i

du t
a t u t

dt    (17) 

и ее устойчивость при *
11[0, ]t t∈  исследуется стандартными методами [1, 2, 5]. 

В результате убеждаемся, что при выполнении условия  

 *
11( ( )) < 0, [0, )A t t tΛ ≤ −χ ∈   (18) 

траектория решения задачи Коши (7), (8) не покидает шар (0, ).B δ  

Рассмотрим третий случай. В этом случае система уравнений (7) 
имеет вид  

1
1

=1

( )
= ( ) ( ),

n

j j
j

du t
a t u t

dt   

 
=1 =1

( )
= ( ) ( ) ( ) ( ( )), = 2, , .

n n
i

ij j ij j i
i i

du t
a t u t b t u t h t i n

dt
+ −     (19) 

В операторном виде система уравнений (19) имеет вид  

 
( )

= ( ) ( ) ( , , ( ), ( )) ( ),
du t

A T u t B t T u t h t G t
dt

−+ +   (20) 

где  

( )1( , , ( ), ( )) = ( , , ( ), ( )), , ( , , ( ), ( )) ,
T

nB t T u t h t b t T u t h t b t T u t h t− − −   

( )1 , , ( ), ( ) 0,b t T u t h t− ≡  
=1

( , , ( ), ( )) = ( ) ( ( )),
n

i ij j i
j

b t T u t h t b T u t h t− −  = 2,3, , .i n  
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Повторяя рассуждения, проведенные при исследовании первого случая, 
убеждаемся, что при выполнении условия  

 *
11( ( )) ( ) < 0, [0, ),A t B t t t−Λ + ≤ −χ ∈    (21) 

траектория решения задачи Коши (8), (19) не покидает шар (0, ).B δ  Здесь 

( ) = { ( )},ijB t b t− −  1 ( ) = 0,jb t−  = 1,2, , ,j n  ( ) = ( ),ij ijb t b t−  = 2,3, , ,i n  

= 1,2, , .j n  

Анализируя неравенства (8), (18), (21), убеждаемся в том, что при 
выполнении условий (8) траектория решения задачи Коши (7)–(9) не 

покидает шар (0, )B δ  при *
11[0, ].t t∈  

Замечание. Сопоставляя проведенные выше рассуждения и результаты 

работ [2, 5], можно показать, что при *
11[0, ]t t∈  справедливо неравенство  

( ) exp{( ( ( )) ( ) ) / 2} (0)u t A t B t t x≤ Λ + ≤      exp{( ( ( )) ( ) ) / 2} .A t B t tΛ + δ   

Рассмотрим интервал времени * *
11 12[ , ].t t  Как и выше, в этом интервале 

нужно рассмотреть три случая: 

1) в промежутке времени * *
11 12( , )t t  выполняются неравенства ( ) > ,ih t t  

= 1,2, , ;i n  

2) в промежутке времени * *
11 12( , )t t  выполняются неравенства ( ) < ,ih t t  

= 1,2, , ;i n  

3) в промежутке времени * *
11 12( , )t t  имеют место как неравенства 

( ) > ,jh t t  так и неравенства ( ) < .ih t t  Не ограничивая общности, ниже будем 

считать, что 1( ) <h t t  и ( ) >jh t t  при 1.j ≠  

Рассмотрим каждый случай в отдельности. 
Первый случай. 
В этом случае система уравнений (8) имеет вид  

 
=1 =1

( )
= ( ) ( ) ( ) ( ( )),

n n
i

ij j ij j i
j j

du t
a t u t b t u t h t

dt
+ −   = 1,2, , .i n   (22) 

Исследуем траекторию решения уравнения (22) при начальном условии  

 *
* 11= 11

( ) | = ( ).i it t
u t u t    (23) 

Выше было показано, ( ) ,iu t ≤ δ   = 1,2, , ,i n  при *
110 ,t t≤ ≤  и, кроме 

того, ( ) < ,iu t δ   = 1,2, , ,i n  при *
110 < .t t≤  

Покажем, что при выполнении условия  

 * *
11 12( ( )) , < 0, [ , ],A t t t tΛ ≤ −χ χ ∈   (24) 

траектория решения задачи Коши (22), (23) не покидает шар (0, ).B δ  
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Доказательство проведем от противного. Предположим, что в момент 
времени T  траектория решения задачи Коши (22), (23) покидает шар (0, ).B δ  

При *
12[ , ]t T t∈  уравнение (22) можно представить в виде  

 = ( ) ( ) ( , , ( ), ( )) ( ).
du

A T u t B t T u t h t G t
dt

+ +   (25) 

Здесь использованы обозначения, введенные выше. 

Рассмотрим промежуток времени [ , ],T T T+ Δ  *
12( < )T T t+ Δ , причем 

величина TΔ  будет уточнена ниже. На этом промежутке времени ( ) > ,ih t t  

= 1,2, , .i n  Следовательно, ( ) < 0,it h t−  = 1,2, , .i n  Это означает, что 

( , , ( ), ( )) 0B t T u t h t ≡  при [ , ]t T T T∈ + Δ  и система уравнений (25) вырождается 

в систему  

 = ( ) ( ) ( ).
du

A T u t G t
dt

+   (26) 

Системы, подобные системе (26), исследовались в работах [1, 2, 5]. По-
вторяя приведенные в них рассуждения, можно показать, что при выполне-
нии условия  

 * *
11 12( ( )) < 0, [ , ],A t t t tΛ ≤ −χ ∈   (27) 

траектория решения задачи Коши (8), (26) не покидает шар (0, ).B δ  

Можно, следуя [2, 5], показать, что  

*
11( ( )) ( )/2 * * *

11 11 12( ) ( ) , [ , ].A t t tu t e u t t t tΛ −≤ ∈   

Рассмотрим второй случай. 

Пусть ( ) < ,jh t t  * *
11 12( , ).t t t∈  

Покажем, что при выполнении условия  

 * *
11 12( ( )) ( ) < 0, [ , ],A t B t t t tΛ + ≤ −χ ∈    (28) 

траектория решения системы уравнений  

 
=1 =1

( )
= ( ) ( ) ( ) ( ( ))

n n
i

ij j ij j i
j j

du t
a t u t b t u t h t

dt
+ −    (29) 

при начальных условиях  

 *
* 11= 11

( ) | = ( ),i it t
u t u t    (30) 

где *
11( ) ,iu t ≤ δ   не покидает шар (0, ).B δ  

Доказательство проведем от противного. Пусть в момент времени ,T  
* *
11 12< <t T t , траектория решения задачи Коши (29), (30) покидает шар 
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(0, ).B δ  Систему уравнений (29) при [ , ],t T T T∈ + Δ  *
12< ,T T t+ Δ  можно 

представить в виде уравнения  

 
( )

= ( ) ( ) ( , , ( ), ( )) ( ),idu t
A T u t B t T u t h t G t

dt
+ +   (31) 

в котором использованы введенные выше обозначения. 

Так как * *
11 12< < < ,t T T T t+ Δ  то ( ) > 0,it h t−  = 1,2, , ,i n  при 

[ , ].t T T T∈ + Δ  

Рассмотрим норму  

2

2

=1 =1

( , , ( ), ( )) = ( ) ( ( ))
n n

ij j i
i j

B t T u t h t b T u t h t− ≤  

2 2

=1 =1 =1

( ) ( ( )) .
n n n

ij j i
i j j

b T u t h t≤ −   

Так как функции ( ),ih t  = 1,2, , ,i n  непрерывны, то при [ , ]t T T T∈ + Δ  

они достигают своих наибольших значений. Пусть 0 ( ) ,i i ia h t b≤ ≤ ≤  

= 1,2, , ,i n  [ , ].t T T T∈ + Δ  Пусть 1= ,min i n iA a≤ ≤  1= .max i n iB b≤ ≤  

Функции ( )iu t  непрерывны при [ , ].t A B∈  Следовательно, функция  

2 2

=1 =1 =1

( ) = ( ) ( ( ))
n n n

ij j i
i j j

t b T u t h tψ −   

непрерывна при T t T T≤ ≤ + Δ  и достигает своего максимального значения  
в этом сегменте. Пусть максимальное значение достигается при 

* [ , ].T T T T∈ + Δ  Очевидно,  

* * 2 * * 2 2

=1

| ( ( )) | = ( ( )) ( ) ,
n

j i i
j

u T h T u T h T u T− − ≤      

так как точка =t T  – первая точка на интервале (0, ],T  в которой ( ) = .u t δ   

Следовательно,  

2 * 2

=1 =1

( ) | ( ) | | ( ( )) | <
n n

ij j i
i j

t b T u T h Tψ ≤ − 2 2

=1 =1

( ) | ( ) |
n n

ij
i j

u T b T   

и существует интервал 1[ , ],T T T+ Δ  1 ,T TΔ ≤ Δ  в котором  

 

1/2
2

=1 =1

( , , ( ), ( )) ( ) ( ) = ( ) ( ) .
n n

ij
i j

B t T u t h t u t b t u t B t
 
 ≤
  
   (32) 
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Нетрудно видеть, что для любого как угодно малого ,ε  > 0,ε  
существует интервал 2[ , ],T T T+ Δ  2 1 ,T TΔ ≤ Δ  в котором  

 ( ) ( ) .G t u t≤ ε       (33) 

Переходя в (31) к норме и учитывая неравенства (32), (33), имеем при 

2[ , ]t T T T∈ + Δ : 

( ( ))( ) ( ( ))( )( ) ( ) ( ) .
t

A T t T A T s T

T

u t e u T e u s dsΛ − Λ −≤ + ε       

Отсюда стандартными рассуждениями получаем неравенство  

( ) exp{( ( ( )) ( ) ) ( )} ( ) ,u t A T B T t T u T≤ Λ + +ε −       

справедливое при 2[ , ].t T T T∈ + Δ  

Из этого неравенства следует, что при =t T  траектория решения задачи 
Коши (29), (30) не покидает шар (0, )B δ  в момент времени .T  

Более того, повторяя рассуждения, приведенные ранее (и в работах  

[2, 5]), можно показать, что при * *
11 12[ , ]t t t∈   

* *
11 11( ) exp{( ( ( )) ( ) )( ) / 2} ( ) .u t A T B T t t u t≤ Λ + +ε −       

Третий случай сводится к двум предыдущим. Его рассмотрение 
опускается. 

Таким образом, показано, что при выполнении неравенства  

* *
11 12( ( )) ( ) < 0, [ , ],A t B t t t tΛ + ≤ −χ ∈   

в промежутке времени * *
11 12[ , ]t t  траектория решения задачи Коши (7), (8) не 

покидает шар (0, )B δ  и, более того, выполняется неравенство  

* * * *
11 11 11 12( ) exp{( ( ( )) ( ) )( ) / 2} ( ) , [ , ].u t A t B t t t u t t t t≤ Λ + − ∈       

Продолжая подобные рассуждения в интервалах * *
12 13[ , ],t t  ,  

* *
, 1 ,[ , ],

n nn k n kt t−  ,
*[ , ],n kn

t ∞  убеждаемся в справедливости неравенства  

( ) exp{( ( ( )) ( ) ) / 2} (0) ,u t A T B T t u≤ Λ +       

из которого следует асимптотическая устойчивость решения задачи Коши (7), 
(8) и, следовательно, задачи Коши (4), (5). 

Таким образом, доказано следующее утверждение. 
Теорема 1.1. Пусть функции ( ),ija t  ( ),ijb t  , = 1,2, , ,i j n  ( ),ih t  

= 1,2, , ,i n  непрерывны при [0, ).t∈ ∞  Пусть выполняется неравенство  

( ( )) ( ) < 0, [0, ).A t B t tΛ + ≤ −χ ∈ ∞   

Тогда установившееся решение системы уравнений (4) асимптотически 
устойчиво в евклидовой метрике. 
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2. Линейные уравнения. Возмущенные начальные условия  

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений (4) при начальных 
условиях (5). Как и в разд. 1, будем считать, что задача Коши (4), (5) имеет 

установившееся решение * * *
1( ) = ( ( ), , ( )),nx t x t x t  0.t ≥  

Исследуем устойчивость установившегося решения *( )x t  при 

возмущении начальных условий вектором 1( ) = ( ( ), , ( ))nt t tη η η    с нормой 

( ) ,tη ≤ δ   где ( > 0)δ δ  – достаточно малое число. Функции ( ),i tη  = 1,2, , ,i n  

определены и непрерывны в сегменте *[ ,0].H−  
В результате начальное условие имеет вид  

 1( ) = ( ( ), , ( )),nt t tη η η   (34) 

где ( ) = ( ) ( ),i i it t tη η + η  = 1,2, , .i n   

Введем новые переменные *( ) = ( ) ( ), = 1,2, , .i i iu t x t x t i n−   
В результате задача Коши (4), (34) примет вид  

 
=1 =1

( )
= ( ) ( ) ( ) ( ( )), = 1,2, , ,

n n
i

ij j ij j i
j j

du t
a t u t b t u t h t i n

dt
+ −     (35) 

 ( ) = ( ) [ ,0], = 1,2, , .i iu t t t H i nη ∈ −    (36) 

Исследуем устойчивость задачи Коши (35), (36). 
По аналогии с предыдущим разделом обозначим через 

* *
1,1 1,2 ,

*< < < n kn
t t t  корни уравнений ( ) = ,ih t t  = 1,2, , .i n  

Рассмотрим сегмент *
11[0, ].t  Как и в разд. 1, необходимо рассматривать 

три случая: 

1) в промежутке времени *
11(0, )t  выполняются неравенства ( ) < ,jh t t  

= 1,2, , ;j n  

2) в промежутке времени *
11(0, )t  выполняются неравенства ( ) > ,jh t t  

= 1,2, , ;j n  

3) в промежутке времени *
11(0, )t  выполняются как неравенства 

( ) < ,jh t t  так и неравенства ( ) > .ih t t  Для определенности будем считать, что 

1( ) >h t t  и ( ) <jh t t  при 1.j ≠  

Исследование первого случая ничем не отличается от аналогичного 
исследования, проведенного в предыдущем разделе. 

Следовательно, при выполнении условия  

 *
11( ( )) ( ) < 0, [0, ],A t B t t tΛ + ≤ −χ ∈    (37) 

траектория решения задачи Коши (35), (36) не покидает шар (0, )B δ  и, более 

того,  

 *
11( ) exp{( ( ( )) ( ) ) / 2} (0) , [0, ].u t A t B t t u t t≤ Λ + ∈        (38) 
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Рассмотрим второй случай. 
В этом случае система уравнений (35), (36) имеет вид  

 
=1 =1

( )
= ( ) ( ) ( ) ( ( )), = 1,2, , .

n n
i

ij j ij j i
j j

du t
a t u t b t t h t i n

dt
+ η −      (39) 

Покажем, что при выполнении условий (37) траектория решения задачи 
Коши (36), (38) не покидает шар (0, ).B δ  

Доказательство проведем от противного. Пусть в момент времени T  
траектория решения задачи Коши (36), (38) покидает шар (0, ).B δ  Уравнение 

(39) при *
11[ , ]t T t∈  можно записать в следующем виде: 

( )( )
= ( ) ( ) , , ( ), ( ) ( ),idu t

A T u t B t T t h t G t
dt

+ η +  

где все обозначения очевидны. 
По аналогии с предыдущим разделом оценим ( , , ( ), ( )) .B t T t h tη  

Очевидно, при ( ) 0, = 1, , ,jt h t j n− ≤    

2 2 2

=1 =1 =1

( , , ( ), ( )) | ( ) | | ( ( )) |
n n n

ij j i
i j j

B t T t h t b T t h tη ≤ η − ≤    

2 2 2 2( ) = ( ) ( ) .B T B T u T≤ δ       

Из этого неравенства следует, что для любого как угодно малого 

4 4( > 0)ε ε  найдется такой промежуток времени 4[ , ]T T T+ Δ , в течение 

которого 4( ) (1 ) ( )u T u t≤ + ε     и ( ) 0,jt h t− ≤  = 1,2, , .j n  Следовательно, 

при 4[ , ]t T T T∈ + Δ   

4( , , ( ), ( )) (1 ) ( ) ( ) .B t T t h t B T u tη ≤ + ε      

Повторяя рассуждения, проведенные в предыдущем разделе, убежда-
емся в том, что при выполнении условий (37) траектория решения задачи 
Коши (35), (36) не покидает шар (0, )B δ  и выполняется неравенство (38). 

Третий случай исследуется по аналогии с предыдущими. 

Аналогично исследуется устойчивость на интервалах * *
11 12[ , ],t t  ,  

* *
, 1 ,[ , ],

k kn n n nt t−  *
,[ , ).n nk

t ∞  

Таким образом, доказана справедливость следующего утверждения. 
Теорема 2.1. Пусть функции ( ),ija t  ( ) ,ij tb  , = 1,2, , ,i j n  ( ),ih t  

= 1,2, , ,i n  непрерывны при [0, ).t∈ ∞  Пусть выполнено условие  

2( ( )) ( ) < 0, [0, ].A t B t tΛ + ≤ −χ ∈ ∞   

Тогда установившееся решение задачи Коши (4), (34) асимптотически 
устойчиво в евклидовой метрике. 
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